C - FLEXION DES POUTRES DROITES :

TP N°3

1 - Flexion pure :


Une poutre est sollicitée en flexion si son mode de charge est tel qu'il apparaît dans les sections droites de la poutre des moments fléchissants. La flexion est dite "pure" si le moment fléchissant dans les sections droites est l'unique action, les efforts tranchants et les efforts normaux n'existant pas.


Les sections dans leur ensemble ne se courbent pas pendant la flexion mais effectuent simplement une rotation (excepté les zones d'application des charges selon le principe de         St-Venant).


Par conséquent l'apparition de déformations en flexion pure peut-être considérée comme le résultat de la rotation des sections droites planes les unes par rapport aux autres.

1.1 - Etude théorique :


On admet que les dimensions de la section droite sont petites devant le rayon de courbure R, que les déformations restent “ petites ” et n’entraînent de dépassement de la limite élastique (loi de Hooke).

1.1.1 - Etude de la contrainte normale dans la section droite : 


Les hypothèses nous permettent d'adopter la configuration géométrique de la figure 2.  


( Expression de l'allongement relatif  (x:




(x=NN'/dx


( Loi de Hooke:




(x=E ( (x=E ( NN'/dx



or
NN’ = y ( tan (d() 



et
d petit donc   tan (d() # d(   



ce qui permet d'écrire:








x=E ( (ddx) ( y

On en déduit donc que la répartition est linéaire:

justification + schéma de la répartition des contraintes
x=E ( (ddx) ( y 

E , dx, d( sont des constantes.

Donc (x=k y avec k une constante positive.

Nous avons donc une droite passant par le point G

Et de coefficient directeur  E ( (ddx) 
1.1.2 - Etude des actions mécaniques de cohésion dans une section droite 



Etude des actions mécaniques de cohésion dans une section droite:

On considère une poutre sollicitéé en flexion pure. On effectue une “ coupure ” selon une section droite S1. On isole le tronçon I.

On étudie l’équilibre du tronçon I somis aux actions mécaniques suivantes :


( Actions mécaniques extérieures de contact(applquées dans la section droite S0) :
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Nx = 0 
effort normal                                           Mx = 0 
torsion

  R
Ny = 0 
effort tranchant 


m    
My = 0 
flexion


Tz = 0 
effort tranchant



Mz ( 0 
flexion

( Actions mécaniques intérieures de II sur I dans la section droite S1 :


                      
Fx = (.dS

        
FII / I   
Fy = 0



Fz = 0

a ) Propriété de la fibre moyenne :


S.Nx = ( x ( ds=( E ( (ddx) ( y ( ds


or 
E ( (ddx) = cte    et     Y ( ds (moment statique)


donc si   S.Nx = 0 (équilibre de la section),


on en déduit:      x=0    (      yG=0



c'est à dire yG  correspond à  la fibre neutre




Si le moment statique est nul, on a yG fibre moyenne.



La fibre moyenne et la fibre neutre sont donc bien confondues.

b ) Les axes principaux d'inertie :

S.Mt=(z ( (x ( dS=(z ( E ( (ddx) ( y ( ds


S.Mt = 0 (équilibre des moments par rapport à l'axe G1y    =>    (z ( y ( dS = 0


Or G1 est le centre de gravité, de plus la pièce est symétrique de part et d'autre des axes G1y et G1z. 


On a donc: G1y et G1z.  axes principaux d'inertie.

c ) Etude du rayon de courbure :



M = S ( ( dS ( y=E ( (ddx) ( ( y² ( ds



Or    ddx=1/R,         R étant le rayon de courbure



De plus ( y² ( ds = IGz



d'où:






 1/R=Mz / E ( IGz



1.1.3 - Expression de la contrainte normale :



Mf = E ( (ddx) ( IGz



De plus (=E ( (ddx) ( y ( (


d'où:






(=Mf ( y / IGz
( On en déduit Mf ( y / IGz  <  ( admissible avec y = h/2


On en déduit la contrainte normale maximale et la condition de résistance en flexion  Mf ( y / IGz  <  ( admissible avec y = h/2.



1.1.4 - Equation différentielle de la déformée :



On a:    1/R = -y" / (1+y'²)3/2


On suppose  y'² négligeable devant 1,



donc

y"= -1/R



d’où:







y"= -Mf / E ( IGz
1.2 - Etude expérimentale de la flexion pure :
schéma de la poutre


1.2.1 - Etude théorique de la poutre :

a ) Equilibre statique de la poutre :


Par les équations de la statique, on a:






Ra = P






Rb = P

b ) Diagramme des efforts tranchants :


Equations :

( Tronçon CA: 
TCA = P





( Tronçon AB:
TAB = P-Ra = 0





( Tronçon BD: 
TBD = -P


Diagramme:

schéma
c ) Diagramme des moments fléchissants :


Equations :

( Tronçon CA: 
MfCA = -P.x





( Tronçon AB:
MfAB = -P.x + P.(x-a) = -P.a





( Tronçon BD: 
MfBD = P.x - 2P (a + 1)


Diagramme:

schéma

On en déduit le mode de sollicitation des différentes zones:



( Tronçon CA: Flexion simple


En effet:





TCA ( 0  et MfCA ( 0



( Tronçon AB: Flexion pure


En effet:





TAB = 0  et MfAB ( 0



( Tronçon BD: Flexion simple


En effet:





TBD ( 0  et MfBD ( 0

d ) Expression de la contrainte normale maximale :


(max = | Mfmax | ( (h/2) / IGz     avec IGz = b ( h3 / 12





(max = P.a ( (h/2) / IGz
e ) Expression de l'équation de la flèche :

La poutre et la répartition des efforts sont symétriques; de plus 2L>>a et les efforts s’appliquent aux extrémités. Intuitivement, on comprend que la flèche maximale se trouve sur le tronçon AB, au milieu de la poutre. On n’effectue donc le calcul que sur ce tronçon AB.


On intègre successivement: 


y"= -Mf / E ( IGz

avec MfAB = -P.a


y' = P.a (.x / (EI) + C'1    

y = P.a ( x² / (2EI) + C’1.x + C'2 




or en A (x = a): 

yA = O =Pa3/(2EI) + C'1 a + C'2



    en B: (x = 2L+a): 
yB = O =Pa ((2L+a)² / (2EI) +C'1 (2L+a )+C'2

donc on obtient:






C’1 = - P.a ( (L + a) / (E.I)






C’2 = +P.a3 / (2EI) + P.a² ( L / (EI)


y’(x) s’annule pour x = a + L 



donc la flèche est maximale pour x = a + L:






ymax = (P(a(l2)/(2EI)
avec 
E= 2.105 MPa  

     et 
I= 1066.66 mm4
        
a=240mm 

      
l= 301 mm



On obtient:






ymax (mm) = 0.5096 ( m(kg)
1.2.2 - Etude géométrique de la flèche :

schéma   là

En admettant que la déformée est en première approximation un arc de cercle de très grand rayon, on a:





R >> flèche  = f





R >> longueur de la poutre = 2L




(
( petit
(
cas   ( # 1




(
OB = 2R.cos ( # 2R





OI = 2R





BH = 1





IH = f





OH = 2R - f # 2R


Par comparaison des triangles semblables, on retrouve l’expression de la flèche maximale en I:



tan ( = BH / OH = IH / HB


(
IH = -L² / OH = - L² / 2R


(
f = -L².Mf / ( 2.E.IGz )






f = + P.a.L² / (2.E.IGz )
1.2.3 - Etude expérimentale de la poutre :

Poutre rectiligne CD en équilibre sur 2 appuis simples A et B :



a = 230 mm 


section droite :
b = 30 mm



L = 260 mm




h = 6 mm









Igz = (b.h3 / 12) = 540 mm4           



Le chargement symétrique est assuré par 2 supports et des masses additionnelles de 0.3 kg. Un micromètre permet de mesurer la flèche maximale en I, et 6 jauges d’extensiométrie associées à un pont de Wheatstone donnent les déformations relatives en fonction des charges appliquées.



Facteur de jauge : K= 2,03 (  0,5%


On effectue le cablage des appareils de mesure et des jauges.


On fait ensuite varier la charge m appliquée à la structure et on relève les différentes valeurs des paramètres (x, (z  et V(I) après avoir vérifiée la distance AC = BD.

a )  Tableau de mesures :
(( en µm/m)
	m (kg)
	(x1
	(x2
	(x3
	(x4
	(x5
	(z6
	(x moy
	Vi (mm)

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0,3
	-16
	16
	-16
	18
	18
	-4
	17,6
	

	0,6
	-38
	34
	-34
	34
	34
	-10
	36,8
	

	0,9
	-54
	50
	-50
	48
	54
	-14
	54
	

	1,2
	-70
	66
	-66
	66
	66
	-20
	70,8
	

	1,5
	-90
	84
	-84
	82
	92
	-26
	91,6
	

	1,8
	-106
	102
	-98
	98
	110
	-28
	108,4
	

	2,1
	-122
	118
	-114
	114
	126
	-32
	125,2
	

	2,4
	-142
	136
	-130
	130
	144
	-36
	143,6
	

	2,7
	-160
	152
	-148
	144
	162
	-44
	162
	

	3
	-178
	170
	-166
	162
	180
	-50
	181,2
	


b ) Interprétation des résultats :

( Linéarité charge / déflexion : 


On constate que l'on obtient 2 droites passant par l'origine (ce qui correspond bien à la théorie quand m=O VI =O).


Cependant l'erreur va en s'accentuant avec le nombre croissant des masses (l'erreur reste raisonnable).


Sachant que: P=m.g = 2 E.I ( y / (a.L²), on peut déterminer le module d’élasticité longitudinal E (module de Young) grâce à la courbe ci-dessus (m en fonction de V(I)exp).


On a m = 2 E.I ( y / (a.L² ( g)


D’après le graphique la pente de la droite ( vaut :   ( =2.08 kg / mm


or ( = 2E I / (a.L².g)



d’où:






E= (.a.L².g / (2.I)






  = 2,08 x 240 x 301² x 10 / (2 x 1067)






E= 211 940 MPa
( Linéarité déformations relatives / charge :


( Les ((x (sont identiques car les positions des capteurs sont symétriques par rapport à I, centre de symétrie du système.


( Le signe des (x est variable parce que sur le tronçon AB les fibres supérieures sont en traction alors que les fibres inférieures sont en compression.


( Module d’élasticité longitudinal (loi de Hooke) :

PROBLEME  AU DESSUS

(x = Mf / (Igz /y)   ici en  y = h/2 car les (x sont mesurés pour des contraintes maximales

      =h x Mf / 2 Igz = E (x

             (
                  loi de Hooke

Donc E = h x Mf / (2IGZ x (x )    avec Mf = - Pa= - mga

                                                                            = - m 10 ( 240

                                                                           = -2400 m

                                       h = 8 mm

                                       IGZ = 1066.66 mm4
         E = 9 m / (x
pour (x mes = 121µm/m et m = 3 Kg

  D’où:





E= 223 140MPa

       Ecart de 5,3 % avec la valeur trouvée grâce à la courbe m=f(V(I)).

( Coefficient de Poisson :


On trace la courbe (z=f((x)  aux points I et J.
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Même si certaines mesures semblent fausses, les points sont alignés selon une droite passant par l’origine; la pente de cette droite représente le coefficient de Poisson ( (en valeur absolue).







( = |(z| / |(x|





ici

( = 0,35

( Conclusion :


Ce TP nous apermis de déterminer les caractéristiques d’une poutre connaissant la flèche et les déformations lors d’une sollicitation en flexion pure.


Compte tenu des valeurs de E trouvées, qui concordent pour les deux méthode utilisées, on peut supposer que la poutre est en acier (dans les tables Eacier = 210 000 MPa). E caractérise l’aptitude d’un matériau à résister aux déformations longitudinales. Plus le module d’Young est élevé, plus le matériau résiste.


La valeur calculée du coefficient de Poisson est tout à fait plausible, puisqu’elle est comprise entre 0 et 0,5. Le coefficient de poisson caractérise l’aptitude d’un matériau à se déformer transversalement.


Ainsi la poutre étudiée était en acier. On peut calculer G,le module de cisaillement aussi appelé module de Coulomb ou module d’élasticité transversale, qui caractérise l’aptitude d’un matériau à résister aux déformations angulaires.


Les imprécisions sont dues aux erreurs de manipulation (erreurs de lecture, appareils de mesure parfois un peu défectueux, phènomènes de vibration dans la structure….) mais aussi aux incertitudes sur les valeurs fournies par les jauges.
2 - Flexion simple :
2.1 - Etude théorique :

2.1.1 – Les contraintes :

a ) Contrainte tangentielle :


Elément de poutre le long du tronçon de poutre isolé.


On appelle :

(  Etude de l’équilibre d’un élément de longueur dx et de hauteur (h/2-y1 ):

ptt   schéma

On a :     N1 = ( (.dS    et     N2 = ( (( + d() ( dS


L’équation d'équilibre est: -( (.dS + ( ((+d() ( dS = ( ( dx ( b


( dM /Igz ( y ( dS = ( ( b ( dx


dM / Igz ( ( y ( dS = ( ( b ( dx 


 or ( y ( dS: moment statique


Mstat ( dM / dx= ( ( b ( dx  


or dM / dx = T


d'où:  







(=Mstat ( T / (b ( IGz)

De plus: Mstat = ( y ( dS = b/2 ( (h²/4-y1²)



On obtient donc:  







(= T ( (h²/4-y1²) / (2 ( IGz)

Pour la section rectangulaire, on a une variation parabolique de la contrainte tangentielle. 

On obtient l'allure de la répartition de la contrainte suivante:

schéma de la contrainte







 avec (ymaxi=T ( h² / (8 ( IGz)

b ) Contrainte normale  (x :


Nous allons montrer l'égalité suivante: 
(x = Mf ( y / IGz en posant (x = K1 ( y



(( (x ( y ( dS = Mfz  <=>  (( K1 ( y² dx.dy = Mfz 


(h/2.(b/2.K1 ( y² ( dy ( dz = Mf


or 
IGz = b ( h3 / 12


=>
Mf = K1 ( b ( h3 / 12


d’où:



(x = Mf ( y/IGz
2.1.2 - Effort tranchant Ty :

Nous allons montrer la relation suivante:
Ty =K2 ( d(x/dx

On peut rappeler les lois suivantes: 


(x = E ( ( 

( loi de Hooke)






(x = Mf / I ( y






T = dM / dx






dM / dx = d/dx (E ( (x ( I / y) = E ( I / y ( d(x/dx




Donc:
Tz = K2 ( d(x/dx






avec K2 = E ( I / y

2.2 - Etude expérimentale de la poutre console :
schéma de la poutre
2.2.1 - Etude théorique de la poutre :



a ) Equilibre statique : calcul des actions en A :


Par les équations de la statique, on a:






Ha = 0






Va = P






Ma= P.L



b )  Diagramme des efforts tranchants :


Equations:

( Tronçon AB:

TAB = -P


Diagramme:

schéma


c ) Diagramme des moments fléchissants :


Equations :

( Tronçon AB: 
MfAB = -Ma +Px = P.(x - L)


Diagramme:



d ) Déformation :


On cherche à exprimer y(x) = v(x):




Mf=-E ( IGz ( v"





v" = -Mf / (E ( IGz)  
<=>
v"=P.x / (E ( IGz)




d'où 
v'=Px²/(2E*IGz)+C1 et donc:
v=P*x^3/(6*E*IGz)+C1*x+C2




or 
v'(B)=0  ( v maximale)





v'(l)=p*l²/(2*I*E)+C1 
  =>
C1=-p*l²/(2*I*E)





v(0)=0


  =>
C2=0




d'où:






v(x)=y(x)=p ( x3 / (6 E.I) - P.L² / (2 EI) ( x







v(B)=-p ( L3 / (3 E.I)

v(B) étant la déflexion maximale.

2.2.2 - Etude expérimentale de la poutre :

(  Poutre console : E-105F


( Schéma de la poutre :
Caractéristiques de la poutre :

E = 71000 N/mm²






h = 3 mm






b = 25 mm






IGz = 56.25 mm4
Chaque jauge a le même facteur : 
K = 2.095

a ) Mesures :


Lors du réglage du zéro, on lit sur la vis micrométrique: 13.40.

Pour VB = 9.5 mm (vis micrométrique: 3.90 mm), on relève les valeurs des déformations relatives aux points C, D, et E. On prend soin de régler le zéro du pont d’extensiométrie à chaque série de mesures.

	
	(x(C)
	(y(D)
	(z(E)
	Vb (mm)

	Mesures
	602
	402
	198
	9.5



b ) Interprétation des résultats :

( Calcul de la charge P :


On a vu que:
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Ainsi, par mesure des variations des déformations unitaires longitudinale entre les 3 jauges, on trouve:





P1-2 = K2 ( d(1/dx = E ( I / y ( ((c - (d ) / cd





P1-2 = 71000 ( (56.25 / 1.5) ( ((602 - 402).10-6) / 75





P1-2 = 7,1 N




P2-3 = E ( (I / y) ( ((e-(d)





P2-3 = 71000 ( 56.25 / 1.5 ( ((402 - 198).10-6) / 75





P2-3 = 7,2 N 


D'où:
Pnoy = 7,15 N
(  Recherche graphique de P :


On recherche la meilleure droite passant par ces trois points .

nos valeurs


y=-2.637*x+664.7  avec r=0.9999

D'où: d(/dx=2.63710-3µm/mm² et ainsi Pmoy=6.65N

Connaissant Pmoy on peut en déduire 







(c=Mf*y/IGz=(P*x-P*l)*1.5/56.25







    =6.65*(-25+250)*1.5/56.25= 39.9 N/mm²

On peut aussi déterminer la valeur de





 (c=E*(c=71000*597.3*10-3/1000=42.4 N/mm²

 On constate une différence de 5.9 %.

Les résultats expérimentaux sont donc tout à fait compatible.
( Connaissant la valeur de la flèche v(B), on peut encore retrouver la valeur de P :
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(
P = 7,28 N
( Comparaison des 3 valeurs de P :


	méthode
	Par le calcul
	Par le graphique
	Par la flèche

	P (N)
	7,15
	
	7,28


Je me suis arrêté ICI
( Etude de la contrainte normale en C :


On le déterminera par deux méthodes:



( Par la connaissance de Pmoy:



(c=(Mf*y/IGz(=42.4 N/mm²


( Par la connaissance de (c:



(c=E*(c (loi de Hooke)



    =42.2N/mm²


On obtient une différence de 0.5 %, ce qui est tout à fait acceptable.


Par ces différentes méthodes, on a pu retrouver la valeur de P et de la contrainte en C, de façon relativement précise. Les valeurs sont très voisines .On remarque que la méthode basée sur la mesure de la flèche est certainement la moins précise d'entre elles. En effet, la flèche est difficile à mesurer d’où les sources d’erreurs.

(  Poutre console : EF-102F

( Schéma de la poutre:
PROBLEME

Caractéristiques de la poutre :

b=25mm






h=6mm






IGz = 450mm4

On place l’éprouvette dans son support et on vérifie la distance AC=75mm. On branche les 2 jauges et on fait les réglages à zéro. On charge l’éprouvette en B et on relève les valeurs. On fait varier la charge de 0 à 3 kg de façon croissante et progressive de 0,3 en 0,3 kg.


a ) Mesures :


Sur cette poutre ont été placées deux jauges d'extensiométrie l'une dans le sens longitudinal sur la face supérieure, l'autre, dans le sens transversal sur la face inférieure.


Calcul de (x :








(x = P / S = m.g / (b.h)





(x = m ( 10 / (25 ( 6) 





(x (Mpa) = m(kg) / 15

	Masse (kg)
	(x (µm/m)
	(z (µm/m)
	(x (Mpa )

	0
	0
	0
	0

	0.3
	57
	14
	0.02

	0.6
	113
	33
	0.04

	0.9
	171
	51
	0.06

	1.2
	228
	68
	0.08

	1.5
	285
	86
	0.10

	1.8
	342
	104
	0.12

	2.1
	399
	124
	0.14

	2.4
	456
	140
	0.16

	2.7
	514
	158
	0.18

	3
	571
	176
	0.20


VVVVVVVAMLEUR A MODIFFFFFFFFFFFIEEEéééééérr
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b ) Interprétation des résultats :

( Calcul de E :


On calcule l'équation de la droite:


       (x=3,49 10-4 ( (x-7,0910-4



D'où E=349  N/mm²

( Calcul du coefficient de poisson :


Dans l’expérience qui suit, nous allons mesurer le coefficient de Poisson de l’aluminium sur une poutre chargée en flexion pure. 
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( calcul de l'équation de la droite :



(z=0.3135*(x-1.321
d'où : ( = 0,3135

Conclusion : La valeur du coefficient de poisson est satisfaisante, par contre E, semble lui plus douteux.
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						ACIER		têta,ac		Laiton		Ol		Aluminium		Oal		Mt

				1		0.458		0.00916		1.335		0.0267		1.47		0.0294		0.1

				2		1.012		0.02024		2.725		0.0545		3.07		0.0614		0.2

				3		1.62		0.0324		4.2		0.084		4.7		0.094		0.3

						Mt/Oac				Mt/l				Mt/Oal				l/Iz

						10.9170305677				3.7453183521				3.4013605442				746038796

						9.8814229249				3.6697247706				3.2573289902				746038796

						9.2592592593				3.5714285714				3.1914893617				746038796

						Materiau		Mt/têta		l/Iz		G(N/m²)

						Acier		10.0192375839		746038796		7.47E+09

						Laiton		3.6621572314		746038796		2.73E+09

						Aluminium		3.2833929654		746038796		2.45E+09
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